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Ëåêöèè ïî äèñöèïëèíå "Ìåòîäû îïòèìèçàöèè"

1 Ëåêöèÿ #1

1.1 Ìåòîäû îäíîìåðíîãî ïîèñêà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îäíîìåðíîé îïòèìèçàöèè

min
x∈[a,b]

{z = f(x)}

Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò óíèìîäàëüíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [a, b], åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x∗ ∈ [a, b], ÷òî ôóíêöèÿ f(x) â ïîëóèíòåðâàëå [a, x∗) óáûâàåò,
à â ïîëóèíòåðâàëå (x∗, b] âîçðàñòàåò.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà íà îòðåçêå [a, b]. Íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó ìè-
íèìóìà ôóíêöèè íà ýòîì îòðåçêå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε. Âñå ìåòîäû îäíîìåðíîãî
ïîèñêà áàçèðóþòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó
ìèíèìóìà.

Âîçüìåì âíóòðè îòðåçêà [a0, b0] äâå òî÷êè x1 è x2: a0 < x1 < x2 < b0,è âû÷èñ-
ëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ. Èç ñâîéñòâà óíèìîäàëüíîñòè ôóíêöèè ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìèíèìóì ðàñïîëîæåí ëèáî íà îòðåçêå [a0, x2], ëèáî íà îò-
ðåçêå [x1, b0]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(x1) < f(x2), òî ìèíèìóì íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ
íà îòðåçêå [x2, b0], à åñëè f(x1) > f(x2), òî ìèíèìóì íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà îòðåçêå
[a0, x2]. Åñëè æå f(x1) = f(x2), òî ìèíèìóì íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå [x1, x2].

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà äëèíà èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî ìèíèìóì, ñòàíî-
âèòñÿ ìåíüøå ε. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû îäíîìåðíîãî ïîèñêà îòëè÷àþòñÿ âûáîðîì òî÷åê
x1, x2. Îá ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ìîæíî ñóäèòü ïî ÷èñëó âû÷èñëåíèé ôóíê-
öèè, íåîáõîäèìîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè.

1.1.1 Ìåòîä äèõîòîìèè

Òî÷êè x1, x2 âûáèðàþòñÿ íà ðàññòîÿíèè δ < ε/2 îò ñåðåäèíû îòðåçêà:

x1 = (ai + bi)/2− δ, (1)

x2 = (ai + bi)/2 + δ (2)

Çà îäíó èíòåðàöèþ èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî â 2 ðàçà.
Çíà÷èò, çà n èòåðàöèé äëèíà èíòåðâàëà áóäò ïðèìåðíî ðàâíà (b0 − a0)/2n. Äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ε ïîòðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ln((b0 − a0)/ε)/ln2 èòåðàöèé. Íà
êàæäîé èòåðàöèè ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ äâà ðàçà.

1.1.2 Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

Òî÷êè x1, x2 íàõîäÿòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà [a0, b0] è
äåëÿò åãî â ïðîïîðöèè çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, êîãäà äëèíà âñåãî îòðåçêà îòíîñèòñÿ ê äëèíå
áîëüøåé åãî ÷àñòè òàêæå, êàê äëèíà áîëüøåé ÷àñòè îòíîñèòñÿ ê äëèíå ìåíüøåé
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÷àñòè:

b0 − a0
b0 − x1

=
b0 − x1
x1 − a0

Îòñþäà

x1 = ai +
1−
√

5

2
(bi − ai) = ai + 0.381966011 · (bi − ai) (3)

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé òî÷êè.
Çà îäíó èòåðàöèþ èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè óìåíüøàåòñÿ â

√
5+1
2

= 1.618.. ðàç,
îäíàêî íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ òîëüêî îäèí ðàç, òàê
êàê ïî ñâîéñòâó çîëîòîãî ñå÷åíèÿ x2−x1

b−x1
= 0.381.. è b−x2

b−x1
= 0.618... Äëÿ äîñòèæåíèÿ

òî÷íîñòè ε ïîòðåáóåòñÿ n ≥ ln((b0−a0)/ε)
ln(
√
5−1
2

)
.

1.1.3 Ìåòîä Ôèáîíà÷÷è

Ýòî óëó÷øåíèå ðåàëèçàöèè ïîèñêà ñ ïîìîùüþ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, ñëóæàùåãî äëÿ
íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà/ìàêñèìóìà ôóíêöèè. Ïîäîáíî ìåòîäó çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, îí
òðåáóåò äâóõ âû÷èñëåíèé ôóíêöèè íà ïåðâîé èòåðàöèè, à íà êàæäîé ïîñëåäóþùåé
òîëüêî ïî îäíîìó. Îäíàêî ýòîò ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ òåì,
÷òî êîýôôèöèåíò ñîêðàùåíèÿ èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè ìåíÿåòñÿ îò èòåðàöèè ê
èòåðàöèè.

Ïðåäïîëîæèì, íàì íóæíî îïðåäåëèòü ìèíèìóì êàê ìîæíî òî÷íåå, ò.å. ñ íàè-
ìåíüøèì èíòåðâàëîì íåîïðåäåëåííîñòè, íî ïðè ýòîì ìîæíî ïðîèçâåñòè òîëüêî n
âû÷èñëåíèé ôóíêöèè.

Ïóñòü ó íàñ åñòü èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè (x1, x3), è íàì èçâåñòíî çíà÷åíèå
ôóíêöèè f(x2), x2 ∈ (x1, x3).

Åñëè ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ âñåãî îäèí ðàç â òî÷êå x4, òî ãäå ñëåäóåò åå
ïîìåñòèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè? Çà-
ðàíåå íàì íå èçâåñòíî, êàê âåäåò ñåáÿ ôóíêöèÿ, è ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç äâóõ ñèòóàöèé:

1. x4 ∈ (x1, x2)

2. x4 ∈ (x2, x3)

Ò.å. íåèçâåñòíî, êàêàÿ èç ñèòóàöèé áóäåò èìåòü ìåñòî, âûáåðåì x4 òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ìàêñèìàëüíóþ èç äëèí

min{max{(x3 − x4), (x2 − x1)}}.

Äîñòèãíóòü ýòîãî ìîæíî, ñäåëàâ ýòè äëèíû ðàâíûìè, ò.å.

(x3 − x4) = (x2 − x1).

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîìåñòèòü x4 âíóòðü èíòåðâàëà (x1, x2) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
òî÷êè x2.
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Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü åùå îäíî âû÷èñëåíèå ôóíêöèè, òî ñëåäóåò
ïðèìåíèòü îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ê íîâîìó èíòåðâàëó íåïîïðåäåëåííîñòè.

Ñòðàòåãèÿ ÿñíà: íóæíî ïîìåñòèòü ñëåäóþùóþ òî÷êó âíóòðü èíòåðâàëà, ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî óæå íàõîäÿùåéñÿ òàì òî÷êè.

Îñòàëñÿ îäèí âîïðîñ: êàê íà÷àòü âû÷èñëåíèÿ? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, íà÷íåì
ñ êîíöà.

Íà n-îì âû÷èñëåíèè n-þ òî÷êó ñòîèò ïîìåñòèòü ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê
(n−1)-é òî÷êå. ×òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëüøåå óìåíüøåíèå èíòåðâàëà íà äàííîì ýòàïå,
ñëåäóåò ðàçäåëèòü ïîïîëàì ïðåäûäóùèé èíòåðâàë.

Îáîçíà÷èì çà ε ìèíèìàëüíóþ äëèíó èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè. Òîãäà

Ln−1 = 2Ln − ε
Ln−2 = Ln−1 + Ln

Ln−3 = Ln−2 + Ln−1

. . .

Lj−3 = Lj + Lj+1, 1 < j < n

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó:

Ln−1 = 2Ln − ε
Ln−2 = 3Ln − ε
Ln−3 = 5Ln − 2ε

Ln−4 = 8Ln − 3ε

×èñëà Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåìè:

F0 = F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, n = 2, 3, ...

n-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è ïðåäñòàâèìî â âèäå:

Fn =
1√
5

[(
1 +
√

5

2
)n − (

1−
√

5

2
)n], n = 1, 2, .. (4)
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Íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âû÷èñëÿþòñÿ òî÷êè

x1 = a0 +
Fn

Fn+2

(b0 − a0), (5)

x2 = a0 +
Fn+1

Fn+2

(b0 − a0) (6)

ãäå n âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç òî÷íîñòè è íà÷àëüíîé äëèíû èíòåðâàëà.
Íà k-ì øàãå ìåòîäà áóäåò ïîëó÷åíà òðîéêà ÷èñåë ak, bk, xk, ëîêàëèçèðóùàÿ ìè-

íèìóì f(x), òàêàÿ ÷òî

∆k = bk − ak = (b0 − a0)
Fn−k+3

Fn+2

, 1 ≤ k ≤ n, a1 = a0, b1 = b0,

à òî÷êà xk, ak < xk < bk, ñ âû÷èñëåííûì çíà÷åíèåì

f(xk) = min
1≥i≥k

f(xi)

ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òî÷åê

x1 = ak +
Fn−k+1

Fn−k+3

(bk − ak) = ak +
Fn−k+1

Fn+2

(b0 − a0),

x2 = ak +
Fn−k+2

Fn−k+3

(bk − ak) = ak +
Fn−k+2

Fn+2

(b0 − a0)

ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåçêå [ak, bk] ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî åãî ñåðåäèíû. Ïðè k =
n ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà îòðåçêà

∆n = bn − an = (b0 − a0)/Fn+2,

à òî÷êè

x1 = an +
F1

Fn+2

(b0 − a0),

x2 = an +
F2

Fn+2

(b0 − a0)

ñîâïàäàò è äåëÿò îòðåçîê ïîïîëàì.
Ñëåäîâàòåëüíî

bn − an
2

=
b0 − a0
Fn+2

< ε.

Îòñþäà ìîæíî âûáðàòü n èç óñëîâèÿ

b0 − a0
ε

< Fn+2.

1.1.4 Ïîèñê ìèíèìóìà íà ïðÿìîé

Â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòîäàõ òðåáóåòñÿ çíàòü íà÷àëüíûé îòðåçîê, ñîäåðæà-
ùèé òî÷êó ìèíèìóìà. Ïîèñê íà ïðÿìîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñóùåñòâëÿþòñÿ
âîçðàñòàþùèå ïî âåëè÷èíå øàãè äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïðîéäåíà òî÷êà ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè (ò.å. óáûâàíèå ôóíêöèè ñìåíèòñÿ íà âîçðàñòàíå). Íà ïåðâîì øàãå
âûáèðàåì íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 è îïðåäåëÿåì íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè.
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